
RCTF Pôle Nord-Est

Examen : théorie de la fonctionnelle de la densité

28 janvier 2014

Durée de l’épreuve : 45 minutes

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le barème proposé est uniquement indicatif (l’examen est noté sur 10 points) .

On considère une molécule quelconque à N électrons dont la fonction d’onde �0 décrivant l’état fondamental

exact vérifie l’équation de Schrödinger

A

T̂ + Ŵee +
Nÿ

i=1
vne(ri) ◊

B

�0 = E0�0, (1)

où E0 est l’énergie exacte de l’état fondamental et vne(r) désigne le potentiel nucléaire local. On note

n0 = n�0 la densité exacte de l’état fondamental. On considère parallèlement un système auxiliaire Kohn–

Sham de N électrons non-interagissant, dans l’état fondamental et décrit par la fonction d’onde �KS[v], qui

vérifie

A

T̂ +
Nÿ

i=1
v(ri) ◊

B

�KS[v] = EKS[v]�KS[v], (2)

où v(r) est un potentiel local quelconque. L’objectif du problème est de déterminer le potentiel local v0(r)

tel que �KS[v0] a pour densité n0.

a) [1.5 pts] Expliquer pourquoi il est beaucoup plus simple de décrire un système électronique non-

interagissant (Eq. (2)) qu’un système réel avec interaction (Eq. (1)).

b) [1.5 pts] Le potentiel v0(r) est-il unique (justifier la réponse)? Donner son expression formelle exacte

en faisant intervenir le potentiel nucléaire et la fonctionnelle de Hartree–échange–corrélation.

c) [1.5 pts] Soit la fonctionnelle d’énergie cinétique sans interaction Ts[n] = min
�æn

È�|T̂ |�Í. Expliquer

pourquoi toute fonction d’onde � normée vérifie

È�|T̂ +
Nÿ

i=1
v0(ri) ◊ |�Í Ø È�KS[v0]|T̂ +

Nÿ

i=1
v0(ri) ◊ |�KS[v0]Í, (3)
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puis en déduire que

Ts[n0] = È�KS[v0]|T̂ |�KS[v0]Í. (4)

d) [0.5 pt] Expliquer pourquoi l’inégalité suivante est vérifiée pour n’importe quel potentiel local v(r) :

È�KS[v0]|T̂ +
Nÿ

i=1
v(ri) ◊ |�KS[v0]Í Ø EKS[v]. (5)

e) [2 pts] Déduire des questions c) et d) que Ts[n0] = max
v

I

EKS[v] ≠
⁄

R3
dr v(r)n0(r)

J

. Montrer que le

maximum est atteint lorsque v = v0.

f) [1 pt] Quelle(s) méthode(s) basée(s) sur la fonction d’onde pourrait-on utiliser pour approcher la densité

exacte n0 ?

g) [2 pts] En pratique, le potential local v(r) est décomposé dans une base de fonctions gausiennes gt(r).

On explore ainsi l’espace des potentiels locaux en faisant varier les coe�cients bt de l’expansion : v(r) =

vref(r) +
ÿ

t

bt gt(r), où vref(r) est un potentiel de référence choisi par l’utilisateur. Proposer un potentiel

de référence pertinent en utilisant la question b). Expliquer alors, à l’aide des questions e) et f), comment

le potentiel Kohn–Sham exact v0(r) peut être calculé précisément.
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