
RFCT Pôle Est et Nord-Est

Examen : théorie de la fonctionnelle de la densité

Janvier 2016

Durée de l’épreuve : 45 minutes

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le barème proposé est uniquement indicatif (l’examen est noté sur 10 points) .

On considère un système à N électrons dont la fonction d’onde électronique normée �[v] décrivant l’état

fondamental exact vérifie l’équation de Schrödinger

A

T̂ + Ŵee +
Nÿ

i=1
v(ri) ◊

B

�[v] = E[v]�[v], (1)

où E[v] est l’énergie exacte de l’état fondamental et v(r) désigne un potentiel local quelconque. Soit n(r)

une densité électronique quelconque. On note v[n](r) le potentiel local tel que, s’il existe, �[v[n]] a pour

densité n(r). Dans la suite on notera �[n] = �[v[n]].

a) [1 pt] Le potentiel v[n](r) est-il unique ? Justifiez brièvement votre réponse.

b) [1 pt] Expliquer pourquoi, pour n’importe quel potentiel local v(r), l’inégalité suivante est vérifiée :

K

�[n]
-----T̂ + Ŵee +

Nÿ

i=1
v(ri)◊

-----�[n]
L

Ø E[v]. (2)

c) [2 pts] Soit la fonctionnelle de Hohenberg–Kohn F [n] = È�[n]|T̂ + Ŵee|�[n]Í. Déduire de la question b)

que E[v] = min
n

I

F [n] +
⁄

R3
dr v(r)n(r)

J

. Montrer que le minimum est atteint lorsque n(r) est égale à

la densité de �[v]. Quel nom donne t’on à ce résultat ?

d) [2 pts] Déduire de la question b) que F [n] = max
v

I

E[v] ≠
⁄

R3
dr v(r)n(r)

J

. Montrer que le maximum

est atteint lorsque v(r) = v[n](r).

e) [2 pts] Que devient l’égalité de la question d) pour un système électronique non-intéragissant (c’est-à-dire

sans répulsion électronique) ? À quoi peut servir un tel résultat ?

f) [2 pts] Soient deux potentiels locaux, va(r) et vb(r), et › un nombre réel compris entre 0 et 1.
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Expliquer pourquoi les deux inégalités suivantes sont vérifiées :

K

�
Ë
(1 ≠ ›)va + ›vb

È-----T̂ + Ŵee +
Nÿ

i=1
va(ri)◊

-----�
Ë
(1 ≠ ›)va + ›vb

ÈL

Ø E[va],
K

�
Ë
(1 ≠ ›)va + ›vb

È-----T̂ + Ŵee +
Nÿ

i=1
vb(ri)◊

-----�
Ë
(1 ≠ ›)va + ›vb

ÈL

Ø E[vb]. (3)

En déduire que l’énergie de l’état fondamental E[v] est concave par rapport à v(r), c’est-à-dire

E
Ë
(1 ≠ ›)va + ›vb

È
Ø (1 ≠ ›)E[va] + ›E[vb]. (4)

g) question bonus [2 pts] Montrer que E[v] ≠
s
R3 dr v(r)n(r) est concave par rapport à v(r). Expliquer,

à l’aide d’une représentation graphique et de la question d), pourquoi l’existence de F [n] repose sur la

concavité de l’énergie.
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