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Equation de Schrodinger pour deux électrons

— Fonction d’onde a deux électrons :  W(ry,ra)

ou r; = (x1,y1,21) et ro = (z2,y2,22) désignentles coordonnées des électrons 1 et 2.

A

— Equation de Schrodinger indépendante du temps HU(ri,r2) = E¥Y(ry,r2)

A A

ot 'hamiltonien a deux électrons s’écrit H =T + V + Wee, avec

. 1

= |—| X <— opérateur "énergie potentielle de répulsion entre électrons”
rp —ra




Equation de Schrodinger pour deux électrons

— Cas d’un atome de numéro atomique Z :

— Cas de la molécule Hs :




Cas de deux électrons "sans interaction"

— Supposons que les électrons ne se repoussent pas (!) soit Wee = 0.

— Sil'on sait résoudre 1'équation de Schrédinger pour un électron dans son état fondamental,

(= 572 +0m)etr) =

ep(r)

alors une solution triviale de I'équation de Schrédinger pour deux électrons dans 1’état

fondamental est

Preuve :

W(ry,ra2) = @(r1)e(ra)

et F =2¢e|

(T+ V) pr)e(rz) = p(r2) [( ~ SV2, o) )ele)

= p(r2)ep(ry) + ¢(ri)ep(rz)

= 2e(r1)p(r2)

+ ¢(r1) [( - %V?«g + ’U(I‘2))90(1‘2)]




H, [orbital basis set: aug—-cc—-pVQZ]
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Cas de deux électrons interagissants

— Décrire deux électrons interagissants (Wee # 0) est plus compliqué. En effet, dans ce cas, une
solution exacte ¥(r1, rg) de 'équation de Schrodinger ne peut s’écrire sous la forme ¢(r1)p(r2) :

U(ry,r2) # o(r1)e(rz).

Preuve : Supposons qu’il existe une orbitale ¢(r) telle que H (gp(rl)gp(rg)) = Fp(r1)p(ra), et

ce pour n‘importe quelles valeurs de ry etra, alors

Wee (0(r)p(r2)) = Bo(r)p(rz) = (T + V) p(r)p(r2).

En utilisant la définition des opérateurs puis en divisant par ¢(r1)¢(r2) on obtient finalement

2 2
— 1 Vrl (P(rl) _|_ l VI‘Q (P(rQ)
r1 — ra| 2 p(r1) 2 p(rs)

—v(ry) —ov(ra).

Vie(r)

Dans la limite ro - ry =r, ilvient Vr, FE+ )
o(r

— 2v(r) - +oco  absurde !




Approximation Hartree-Fock pour deux électrons

— Un produit dit de Hartree ®(r1,r2) = ¢(r1)p(ra) peut étre utilisé pour approcher la fonction
d’onde exacte de I’état fondamental.

L'orbitale ¢(r) "optimale" est obtenue en appliquant le principe variationnel a la valeur moyenne
de "énergie associée au produit de Hartree. On obtient ainsi une énergie de 1'état fondamental
approchée appelée énergie Hartree-Fock (HF) :

EFyur = 1r1r1i1r1—<q)|lﬁllq)>
v (P[|D)

En décomposant l'orbitale ¢(r) dans une base orthonormée compléte p(r) = Z Cr®or(r)

I
et en utilisant les coefficients C'; comme parameétres variationnels, on peut montrer que l'orbitale

normée ¢y (r) pour laquelle le minimum est atteint vérifie 'équation auto-cohérente suivante
dite de HF :

2 (p
(— %VE + v(r) +/ dr’ SOHF—(>>90HF(I‘) = eurpur(r)

R3 lr — r/|




Approximation Hartree-Fock pour deux électrons

— On peut également montrer que

R3 lr — 1’|

2 r)p2 r’
EFyr = 2<—% /RB dr QOHF(I‘)VEQOHF(I')—F/ dI"U(I‘)g02HF(I‘)> +/R3 /RS dr dr’ SOHF( )QDHF( ),

puis que

r
EHF:25HF_/ / drdr /SDHF )SOHF( ) <— EHF?£2€HF!
R3

r — /|

— En pratique, ’équation de HF est résolue de maniere approchée en décomposant I’orbitale ¢(r)

dans une base finie et non-orthogonale d’orbitales atomiques { xp(r) } soit

p=1,....M

M ~
p(r) =D Cpxp(r).
=1

Les coefficients {Cp } =1, M

sont alors utilisés comme parametres variationnels.




Corrélation électronique

Rappelons que la méthode HF est une approximation. On appelle énergie de corrélation
électronique E. la différence entre 1'énergie exacte Ep de 1'état fondamental et I’énergie HF

Ec=F9g— Egr <0

"Décrire la corrélation électronique” signifie "aller au dela de I’approximation HF".

L’orbitale HF doublement occupée ¢y (r) est fonction propre de 'opérateur de Fock

R 1 2 /
f=—-—-V2+ v(r)—l—/ dr’gpL(r) X
2 R3 lr — 1’|

Cet opérateur a bien stir d’autres fonctions propres {¢; (r)}

d’énergies {s@}
i=1,2,...
supérieures a egr que l'on appelle orbitales virtuelles.

Orbitales frontieres : pur(r) est la HOMO (Highest Occupied Molecular Orbital)
et p1(r) est la LUMO (Lowest Unoccupied Molecular Orbital).

i=1,2,...



Corrélation électronique
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Corrélation électronique

— Les orbitales virtuelles peuvent étre utilisées comme base pour décrire la corrélation électronique.
La fonction d’onde de I'état fondamental exacte est ainsi approchée comme suit :

Uo(ry,r2) = pur(ri)epr(r) +— fonction d’onde HF

+Z CZ‘(SOHF(rl)QOi(I'Q) -+ goi(rl)ngF(rg)) +— mono-excitation
i>1

+ Z <ng (r1)p;(r2) + goj(rl)goi(m)) +— double excitation
jzi21

— Les coefficients C; et C;; sont obtenus par application du principe variationnel.

— La distribution de TOUS les électrons (deux ici) dans TOUTES les orbitales (occupée et virtuelles)
étant considérée, on parle de méthode "Full Configuration Interaction" (FCI).

— L’approche FCI est exacte dans la base des orbitales atomiques (finie) utilisée. Il faudrait travailler
en base infinie pour accéder a la solution exacte Yo (ri, r2).
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H, in the dissociation limit
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John Pople - Facts

John A. Pple

Born: 31 October 1925, Burnham-on-Sea, United Kingdom

Died: 15 March 2004, Chicago, IL, USA

Affiliation at the time of the award: Northwestern University, Evanston, IL, USA

Prize motivation: "for his development of computational methods in quantum chemistry"
Field: theoretical chemistry

Prize share: 1/2




Théorie de la fonctionnelle de la densité

— L’énergie exacte Eg de I'état fondamental d"un systéeme a NV électrons est en principe obtenue en
calculant explicitement la fonction d’onde Wo(ry,ra,...,rxN) associée et ce, en résolvant
I’équation de Schrédinger ou en appliquant le principe variationnel.

— En pratique, un calcul FCI utilisant une large base d’orbitales atomiques n’est réalisable que pour
de tres (tres) petits systemes moléculaires car trop cotiteux en temps de calcul.

— Hohenberg et Kohn* ont en fait montré que, en principe, il suftit de connaitre la densité électronique
de l'état fondamental normé ((\IJO|\IJO> = 1),

2
no(r) = N 3dr2 /3 dr3.../3 dr (\I/()(I‘,I‘Q,I'g,...,I‘N)) :
R R R

pour calculer Ey.

— On dit alors que I'énergie de I'état fondamental est une fonctionnelle de la densité de 1’état
fondamental : Eg = E[ng].

— Notons que la condition de normalisation de 1'état fondamental impose / dr ng(r) = N.
R3

*P. Hohenberg and W. Kohn, Phys. Rev. 136, B864 (1964).




Densité électronique : dépendence explicite et implicite
— L'énergie exacte de I’état fondamental s’écrit  Eg = (Wo|T|Wq) + (Uo|Wee| Vo) + (| V|Tg).

— L'énergie potentielle d’attraction noyaux-électrons dépend explicitement de la densité électronique.
Montrons le dans le cas particulier de deux électrons :

(o |V | Wo) /R3 dr /RB dra W (r1,v2) (v(r1) +v(r2)) x Wo(r1,r2)

/ dr1/ drs v(ry) X (\11(2)(1'1,1'2) -I—\IJ(QJ(I‘Q,I'l))
R3 R3

/1[2{3 dr; v(ry) X Q/RS dro \Ifg(rl,rg)
/RS dr v(r)ng(r).

— Les énergies cinétique et de répulsion électronique ne dépendent pas explicitement de ng(r). En
effet, alors que la premiere fait intervenir le laplacien de la fonction d’onde (par rapport a r1 ou rs),
le calcul de la seconde nécessite de connaitre le carré de la fonction d’onde (fonction de ry et ra) :

N 1 \112
<\IJO‘Wee‘\IJO> = / dI‘l / dI'Q \IJS(rl,rQ)—X\IjO(rl,rQ) — / dr1 / dI'Q O(rlaI'Q)-
R3 R3 — ra] R3 R3

r1 r1 — ra|




Densité électronique : dépendence explicite et implicite

Une molécule est caractérisée par ses noyaux. Cette information est contenue dans 1'énergie
potentielle d’attraction noyaux-électrons v(r). En faisant varier cette derniére, on peut construire
une "carte" de densités pour I'état fondamental comme suit :

v(r) — Y9 — mng(r)

Le théoréme de Hohenberg et Kohn dit tout simplement que cette carte peut étre inversée de sorte
que le "trajet retour" est possible :

no(r) — wv(r)
Le théoreme ne donne (évidemment) pas de lien explicite entre no(r) et v(r) mais ce lien existe.

Conséquence importante : la connaissance de ng(r) donne donc, en principe, acces a Vg et Eyp.




Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) Kohn—Sham

Le théoreme de Hohenberg—Kohn est valide pour des électrons "sans interaction" (Wee =0) :

on considére I’hamiltonien a deux électrons 7"+ V' dont I'état fondamental exact est décrit par le

1
produit de Hartree ®(ri,r2) = ¢(r1)e(r2) avec (— §v3 + ’u(r))gp(r) = ep(r).

Dans ce cas la densité de 1’état fondamental s’écrit

n(r) = 2/R3 dra ®2(r,ra) = 202 (r)

Notez que / drn(r) =2 <— nombre d’électrons !
R3

Idée de Kohn et Sham (KS)* : considérer 1'énergie potentielle vkg(r) d’électrons sans interaction
dont la densité électronique est égale a la densité exacte no(r) du systeme réel d’électrons
interagissants ...

*W. Kohn and L. J. Sham, Phys. Rev. A 140, 1133 (1965).




DFT Kohn—-Sham

... ce qui s’écrit formellement comme suit

( — %vf + vKS(r))goKs(r) = ekspks(r)

no(r) = 2 g (r) |

— Puisque I'énergie exacte Ey du systeme réel est une fonctionnelle de ng, elle peut s’écrire sous la
forme (voir page 8)

2 (r)o2 (v
Fo = 2<_ % /Rs dr pis (1) Vepis (1) —I_/]R3 drv(r)cp%s(r)) +/R3 /RB ar dr’ £icsF)Pis ()

r — /|

+Ec[no]  <— fonctionnelle décrivant I'énergie de corrélation

*W. Kohn and L. J. Sham, Phys. Rev. A 140, 1133 (1965).
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H, [112g+, aug—cc-pVQZz]
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He, [aug—cc—pVTZ]
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He, [aug—cc—pVTZ]
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Complément : théoreme de Hohenberg—Kohn pour deux électrons

Soient deux énergies potentielles d’interaction v(r) et v’(r) dont la différence n’est pas une
constante (c’est-a-dire qu’elle varie avec r).

Onnote Wq(ri,r2) et W((ri,r2) lesfonctions d’onde exactes décrivant les états
fondamentaux des hamiltoniens associés a ces énergies potentielles, H =T + V + Wee et
H/ — T + V/ _|_ Wee .

Le théoreme de Hohenberg—Kohn (HK) dit que les densités électroniques ng(r) et n{,(r) associées
a ces états fondamentaux ne peuvent étre égales.

Preuve : vérifions tout d’abord que | Vo # U(.| Eneffet,si ¥y = vy, ilvient

'O (1, 72) — HUo(r1,12) = (B, — Eo)Wo(r1,ra) = (ﬁ' _ H) Wo(r1,re) = (\7’ - f/) Wo(r1,r2)

soit, E| — Eg =v'(r1) +v'(r2) —v(r1) — v(rz). Dans le cas particulier r; =rz =r, on obtient

v'(r) —v(r) = (Ej — Eo)/2 absurde !




Complément : théoréeme de Hohenberg—Kohn pour deux électrons

Preuve (suite) : pour simplifier, nous supposerons dans la suite que Eg et E| ne sont pas dégénérées (le
théoreme peut étre généralisé au cas dégénéré ...). Ainsi, d’apres le principe variationnel,

(W H|W) > Eq et (Wo|H'|Wo) > E},

de sorte que

0 < (U)|T + Wee| W) — (To|T + Wee|To) < 0 absurde !

P. Hohenberg and W. Kohn, Phys. Rev. 136, B864 (1964).




