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ECPM 1lére année

Examen de Mécanique Quantique

14 novembre 2013

Durée de I’épreuve : 2h

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le baréme proposé est uniquement indicatif.

1. Questions de cours notées sur 9 points

. 2
[3 pts] Soit ¥(r,t) = Py eﬁ(p‘r_g?t) la fonction d’onde décrivant une particule libre de masse m et
de quantité de mouvement p, ¥y étant une constante. Montrer qu’elle vérifie I’équation de Schrodinger

dépendante du temps.

[1.5 pts] Soit ¢(x) la fonction d’onde décrivant une particule se déplagant sur l'axe des z. Quel sens

physique donne-t-on a I'intégrale / z|¢(x)|?dz ? Justifiez votre réponse.
R

[1.5 pts] Montrer que les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles. Pourquoi la propriété

d’hermiticité d’un opérateur est fondamentale en mécanique quantique ?

[2 pts] Soit |W(¢)) I’état, a linstant ¢, d’un systéme quantique dont on suppose que I’hamiltonien H ne
dépend pas du temps. Soit A un opérateur quelconque indépendant du temps. Démontrer le théoreme

d’Ehrenfest :
d ~
—(U()|A|T(t)) =
(w04 (1)

1

—(U()[[A, H][2(1)).

[1 pt] D’apres I’équation de Schrodinger, la valeur moyenne de I'énergie cinétique de ’électron 1s dans

2 ol me est la masse de Iélectron, ¢

1
un atome hydrogénoide de numéro atomique Z s’écrit i(Za)Qmec
la vitesse de la lumiére dans le vide et a ~ 1/137 la constante de structure fine. Que peut-on conclure
quand a la validité de I’équation de Schrodinger pour les molécules contenant des éléments lourds (Z

élevé) 7 Détaillez votre réponse.



2. Probléme noté sur 11 points : états de spin de I’électron en présence d’un champ

magnétique

La rotation de I’électron sur lui méme ("spin" en anglais) peut étre mise en évidence en plongeant, par

exemple, un atome d’hydrogene dans un champ magnétique uniforme de norme By. On s’intéresse ici aux

états quantiques |+) et |—) correspondant au mouvement de spin de I’électron autour de I’axe des z dans le

sens direct et indirect, respectivement, comme illustré dans la Fig. 1. Les états |[+) et |—) forment une base

orthonormée de ’espace des états quantiques de spin de 1’électron.

2)

at |-

Figure 1: Représentation schématique des états de spin |+) et |—).

[1 pt] On admet que si le champ magnétique est dirigé suivant ’axe des z, I'hamiltonien de 1’électron

est représenté comme suit dans la base {|+),|—)} :

Fwo
- 2 0
] ) i% :

eB
oll wy = 0 est la pulsation dite de Larmor (e est la charge élémentaire de ’électron (en valeur absolue)

e
et m. sa masse). On suppose qu’a 'instant ¢ = 0 I'électron est dans 'état de spin |+). Quelle est la

probabilité que I’électron soit dans I'état |—) lorsque ¢ > 0. Justifiez votre réponse.

[3 pts] On suppose dans la suite du probléeme que le champ magnétique est désormais dirigé suivant

laxe des z. Dans ce cas, 'hamiltonien de 1’électron est représenté comme suit dans la base {|+),|—)} :

FLWO

A 0 —

A= b 2
2



1 1

=) etl2) =

. : P hwy  hwo ; )
associeés respectivement aux energies 5 et 5 et qu’ils forment une base orthonormée.

Vérifier que les états propres de H s’écrivent 1) = (|+> + !—>) , qu’ils sont

c) [2 pts] Soit |U(t)) = C1(t)|1) + Ca(t)|2) I'état quantique de 1’électron & I'instant ¢ écrit dans la base des
états propres de 'hamiltonien. Démontrer que C4(t) = C1(0) &2 et Csy(t) = Co(0) e T,

d) [1 pt] On suppose qu’a 'instant ¢t = 0, I’électron est dans I’état |[+). En déduire C1(0) et C2(0).

e) [2 pts] Montrer, en calculant Py (t) = |(+|¥())|%, que I'état de spin de I'électron oscille entre les états

|+) et |—) avec une pulsation égale & celle de Larmor.

f) [2 pts] Expliquer, a I’aide du théoréme d’Ehrenfest, pourquoi la valeur moyenne de ’énergie de ’électron

liée & son spin (¥(t)|H|¥(t)) ne varie pas au cours du temps. Quelle est sa valeur ?



Teline : dhats L opin ded lckon s présenie ' el masallin, | p,

9 vy =ke

7

"‘\"lt)) Moo Glwlaix 2 (J—) (’Pmsq..; l\ La.m;,k‘nik ‘e ‘l-:fu.a(_
pas du termps) of done ocHiogonal & |y . Lo probabolih’ L' Tt
" 4/4 Asc hua‘ .

dawg [{.c"l"a.‘ﬂ" i\), G vaut (<"’ ‘P({')>‘1

L) . .EW E: 602;31 )

C'3F doe i itet stabiomnaire| 3 A5 14(9)) =

145 = ) b wn ket proyre A llhm;/}w\;lﬁ

1+ alses

A A
Rl = hlo 1y e H|y = ARa14)
2 jy 2

A A - N o b
Aome  Hl11) = 3; (H|+>-H|_>>-_ (t_g.u %H»?))

e =
Sk Bl = —kuo

15\ A
=
145
A
= | Hiay = ~F8- g5
.De Mh—v__ H/l)~'i.(:’- +)+;4\|._7):\'7_

\' o i

seb | B2y = Ko ESY
=

e Conne <1 =<4~1%) =4 e+ {+1-H) =0

et a2y =

<l 2> =¢°

(A=t + to. I+>)
iy = 1

’:}i( Crey + TR S —<—1-)

- 4 (. -4
<4ty = L (1+4)
{212

-.:"“-/(’\-l—'\)‘-‘—

) 1FW)D = Gl 11y + Cale) 12
venke 1 ~w‘uo1u$\al~ gaLreoLuyA. J&'pulauk Ao
lewps  HIHES = <K E Itce)y

AN cm#m + Co(H) M/L> mc 11 mi'c (2>
L’

‘tw° 1 t“o
= M> + L 129
d/ge AKC = ke
s o I
4k € = ko
=3
b oiwee, 4 € m-Li9eC
= 1
! L
Lo & AN -
C(H =Clle T ¢ (9=¢ e T
- A= L 1+ - 1=
b o) =1+> e |4 \R( ? )
<V () = \‘-ﬁ/( 1+ +|.>)
doe MY +12> =% I+) dat




o %, ) = l<+| +(e)>r'

. \bo.L-
a e = 4 e.w 145 +r4 e T 12
e T " V@
A
- N b yWot/a
.y i /2. =1%o
Le\aeu(' (4';{,(6): '_‘,Z / +;'.,;¢-4
Sob Lr1y)) = (et
-mo*:lz —iwot/ +ist]
> Q (ﬁ CS\ (LJ L’/Q.)" 4(€U°?/2 >(Q 2~+& 7.)
1w —“Joé']
=Alz+ 2 +e
—_—
' 2Zc¢s et
?_‘,(k) = ':‘_L(A-t—ca)wa{i)

L' {lfron oMo otee s Lty |45 ek ]-)
a tll di Laomer,

£ Dapd b Hiscene d'Elpenfist

A A
L <y Bivey = 2 <O LH H]14®?

avve Lo /ﬁu/fwlsﬂ\\ (/eb;(‘_

ol Ak ——
~ ”~
o ¢ Bramy = <Ho) I HIwoy|= <HIH 147
sob [ LHEIBINE) =

o peat b vérifec 2/py,

Cchh.c...f*?'mm
“dt—l&b‘u“ 4(',.. rl
“otl -an 2
ey = L - (" W) +-1_ (A1)
\Fa_ # —
"t_‘:o M) tgo |2_)
- 2=
diex ~ itz
(R RIS = - BB= e = Tl |17
N
A P TTIPE
WL
ot
avee LAl¥(H) = e Wetlz
Vi
o Yy = oot
N7
Awn 2
IRy = - BRe RO, _ o
b it




