ECPM 1lére année

Examen de Mécanique Quantique

janvier 2017
Durée de I’épreuve : 1h45

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le baréme proposé est uniquement indicatif.

1. Questions de cours notées sur 9 points

a) [3 pts] Soit ¥(r,t) la fonction d’onde dépendante du temps qui décrit un électron dont ’énergie poten-
tielle d’interaction & la position r = (z,%, z) vaut V(r). Ecrire P'équation satisfaite par ¥(r,t) au cours
du temps. Comment la transforme-t-on en une équation indépendante du temps ? Que vaut V(r) dans

I’atome d’hydrogene 7

b) [2 pts] Donner la définition mathématique d’un opérateur linéaire hermitien. Expliquer pourquoi, en
faisant référence aux postulats de la mécanique quantique, la notion d’hermiticité d’un opérateur est

fondamentale dans I’étude d’un systéme quantique.

c) [3 pts] Soit ¢(z) la fonction d’onde (indépendante du temps) décrivant une particule se déplagant sur

I'axe des z. Quel sens physique donne-t-on & la fonction |p(x)|? et pourquoi impose-t-on la condition

/ dz [p(z)|* =1 ? Quel est le sens physique de lintégrale / dz z|p(z)]? ?
R R

d) [1 pt] Peut-on parler de déterminisme en mécanique quantique ? Justifiez votre réponse.

2. Probléme noté sur 16 points : spectroscopie d’un systéme quantique a deux états

Soit un systéme quantique quelconque (un atome ou une molécule par exemple) pour lequel on consideére,
pour simplifier, un espace des états quantiques de dimension 2 dont une base orthonormée est notée
{|Wo),|¥1)}. Afin de simuler une expérience de spectroscopie pour ce systéme, on consideére I’hamiltonien
dépendant du temps H €(t) ou € est une constante égale a l'intensité du champ électrique appliqué (via un

faisceau laser) et dont la représentation dans la base {|¥q), |¥1)} est

{ N ] Ey —eDgy cos(wt)
—eDp cos(wt) Eq



avec Ey < Fj, D) représentant le couplage entre les états |[¥g) et |¥y), et w étant la pulsation du laser
irradiant le systeme. Dans ’atome d’hydrogene, par exemple, le couplage pour un champ électrique dirigé

suivant 'axe des z vaut

D01 = — /]RS dr z\IJO(r)\III(r), (2)

ou ¥y(r) et Uy(r) sont deux orbitales réelles (1s, 2s, 2p, ...) correspondant aux états |¥g) et |¥y), respec-

tivement. On notera que Ey, F1, €, Dy et w sont des nombres réels.

a) [1 pt] Quel est le sens physique de Ey et Ey 7 Aide : considérer ’hamiltonien du systéme en I’absence

de laser (e = 0).

b) [1 pt] D’apres ’équation (1), qu’obtient-on en appliquant H (t) a |¥p) ? Qu'obtient-on en l'appliquant
a|wy) ?

c) [1 pt] Soit |[¥€(¢)) I'état quantique du systéme au cours du temps (¢ > 0) pour une intensité de champ
électrique donnée e. L’équation de Schrédinger dépendante du temps permet de déduire |U€(t)) de He(t).

Ecrire cette équation.

d) [2 pts] On peut écrire, dans la base considérée, |U¢(t)) = C§(t)|¥o) + C5(t)|¥1). On supposera dans
la suite du probléeme qu’a ’instant initial ¢ = 0 le systéme est dans ’état |U) et ce, quelle
que soit la valeur de e. Soit P¢(t) = [(¥1|P(t))|2. Quel est le sens physique de ce nombre ? Montrer

que PE(t) = |C§(t)|? et donner sa valeur & l'instant initial ¢t = 0.

e) [2 pts] Montrer, a 'aide des questions 2.b), 2.c) et 2.d), que

ihdc(;ét(t) — BoCi(t) — eDoy cos(wt) C(8), (3)
mdift(t) — B\CE(t) — e Doy cos(wt)CE (D). (@)

f) [2 pts] On s’intéresse tout d’abord au systéme en l'absence de laser (e = 0). Vérifier que C((fzo) (t) =
Cée:()) (0)eEot/h et CF:O) (t) = Cfezo)(O)e_iElt/ﬁ. Donner les valeurs de C’O(EZO)(O) et Cfﬁzo)(()) puis en

déduire la valeur de P(=0)(¢). Interpréter le résultat.

g) [2 pts] On considére maintenant le systeme irradié (e # 0) et I'on pose C§(t) = C§(t)e Fot/h ot Cf(t) =
C5(t)e F1t/h Expliquer pourquoi P¢(t) = |C5(t)|? puis montrer que I'équation (4) se simplifie comme
suit,

dCs(t)

inSL = — Dy e cos(wt) G5 1), (5)



ou wo1 = (E1 — Eo)/ﬁ

[1 pt] Si intensité du laser est faible (¢ << 1), il est possible de remplacer C§(t) dans ’équation (5) par

sa valeur en ’absence de laser C’O(EZO) (t). On parle d’approximation linéaire. Déduire des questions 2.f)

et 2.g) que, dans le cadre de cette approximation, I’équation (5) devient

. déf(t) ~ € i(wm—w)t i(wo1+w)t
ih T —§D01 (e +e ) . (6)

[1 pt] Expliquer pourquoi C§(0) = 0 puis vérifier, & 1’aide de I'équation (6), que

C5(t) = ﬁD

i(wm—w)t -1 i(wol-‘rw)t -1
€ e e
. ( ) . 7

+
wpl — W wo1 +w

[1 pt] On suppose enfin que la pulsation du laser w est proche de wp, permettant ainsi de négliger le
second terme dans le membre de droite de ’équation (7). En déduire, d’apres la question 2.g), que
et?

Pe(t) ~ 47121331F<(W01 - w)t/2>, (8)

sin2(€)

2

ou la fonction F(&) = est représentée dans la Figure 1.

[2 pts] On considére le systéme & un instant ¢ donné qui sera fixé dans la suite. D’apres I’équation (8), le
comportement du systéme est-il sensible au choix de la pulsation du laser ? Quel résultat connu retrouve-
t-on 7 L’intensité du champ électrique joue-t-elle un réle déterminant dans le passage du systeme de ’état
|Wo) a Pétat [¥) ? Est-il possible que cette transition n’ait pas lieu ? Pour répondre & cette derniere

question, on pourra utiliser I’équation (2) et considérer la transition 1s — 2s dans ’atome d’hydrogene en

—r/agp e—r/2a0 r
(orbitale 1s) et W (r) = ——— [2 _ ] (orbitale 25) oft r = /22§ 52 + 22
4\/%&0 ao
e—r/?ao Py

et ag est le rayon de Bohr. Qu’en est-il de la transition 1s — 2p, pour laquelle ¥;(r) = —— 35
4/ 2may’~ 40

(orbitale 2p,)? En déduire qu’il existe ce que 'on appelle des "régles de sélection" pour les transitions en

prenant Wy (r) = —5i
Tayg

spectroscopie.
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Figure 1: Représentation graphique de la fonction F': £ —
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