ECPM 1lére année

Examen de Mécanique Quantique

Février 2018

Durée de I’épreuve : 1h45

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le baréme proposé est uniquement indicatif.

1. Questions de cours (6 points)

a) [1 pt] Expliquer pourquoi, en se référant & un des postulats de la mécanique quantique, il est important
que 'opérateur A que 'on associe & une observable quelconque A soit hermitien.

b) [2 pts] Dans quelle mesure est-il possible de parler de déterminisme en mécanique quantique ? Aide :
on pourra discuter brievement la résolution de I’équation de Schrodinger dépendante du temps.

¢) [3 pts] Soit |W(t)) I'état, & I'instant ¢, d'un systéme quantique quelconque d’hamiltonien H. Soit A un

opérateur quelconque indépendant du temps. Démontrer le théoreme d’Ehrenfest :

d A 1 -
T YOIAN (@) = (LA, H][Y()).

Donner une application intéressante de ce théoreme.

2. Probléme : relation d’incertitude d’Heisenberg dans ’atome d’hydrogéne (14 points)

L’objectif du probleme est de se familiariser avec la notion d’écart type, qui est noté (AA)y pour une
observable A (dont 'opérateur hermitien associé sera noté fl) et un état quantique normé |¥) quelconques.

Définie comme suit,

2
(Ad)y = /1t42 — ((4)g ), )
ol les valeurs moyennes des observables A% et A s’écrivent
A

(A2)y = (U|22[W) et (A)y = (W|A|v), (2)

cette quantité apparait dans la célebre inégalité d’Heisenberg que nous considérerons par la suite dans le

cas particulier de ’atome d’hydrogene.



2)

g)

[2.5 pts] Soit 'opérateur AA = A— (A)g x 1 ot 1 est Popérateur identité. Montrer que I’écart type

) )
s’exprime simplement a ’aide de la valeur moyenne <\I/ (AA) ‘Il> de lopérateur (AA) . Justifiez alors

le nom "écart type" donné a (AA)y,.

[2 pts] Supposons que, juste avant la mesure de I'observable A, le systéme quantique étudié est dans un
état propre normé |, ) de A associé A la valeur propre a. Quel sera le résultat de la mesure 7 Montrer que
(AA)\I,G = 0. Expliquer alors pourquoi ’écart type quantifie en quelque sorte I'incertitude sur le résultat

de la mesure de A.

On s’intéresse dans la suite a linégalité d’Heisenberg qui relie ’écart type pour la position x d’une

particule décrite par une fonction d’onde U a celui obtenu pour l'impulsion p, comme suit,

l\’i\m‘

(Ap:v)\l/ (Aff)qf 2

0
ou l'on rappelle que £ =xx et p, = —ih—.

ox

[1 pt] Justifiez, a l'aide de la question 2. b), l'interprétation physique usuelle de cette inégalité qui

consiste a dire qu’il est impossible de mesurer simultanément la position et la vitesse d’une particule.

[0.5 pt] On s’intéresse dans la suite & un électron dit "1s" (c’est-a-dire un électron qui occupe 1’état

fondamental de 'atome d’hydrogene) dont ’état quantique est décrit par la fonction d’onde suivante,

Ui4(r) = ief’”/ao, (4)

3
Tay

ounr = (r,y,2), 1 = Va2 +y? + 22, et ag est le rayon de Bohr. Donner un argument physique pour
justifier les égalités suivantes :

1

§<T2>‘1’15a <p§>‘1’15 =

1

7<p2>\1’1sa (5)

<l'>\1115 = 0’ <x2>\pls = 3

ol p* = Py + Py, + P3.
[1 pt] On admet que (r?)y,, = 3ad. Calculer, a I'aide de I'Eq. (1) et de la question 2. d), la valeur de
(A:L‘)\I,ls. Commenter le résultat. Le modele de Bohr, dans lequel 1’électron 1s se déplace sur un cercle

de rayon ag, est-il correct du point de vue de la mécanique quantique ?

[2 pts] Expliquer pourquoi (Vi4|p.|P1s) = (U14|p2|¥1s)". En déduire que (p;)y,, = 0 en utilisant

Wi
Pexpression simplifiée (U15|p,|V1s) = —ih/ dr ‘I’ls(r)aal(r).
R3 X

[0.5 pt] Afin de calculer <p2>\1,1$, on propose de modifier 'hamiltonien H de I'atome d’hydrogene comme



suit,

A2 2
- a0 =)L ° x, (6)

T 2m,.  Admegr

ol A est une variable réelle par rapport a laquelle il est possible de dériver 'énergie F14(\) associée au
vecteur propre normé |¥i4(\)) de H()). Pour quelle valeur de A retrouve-t-on I’hamiltonien de 'atome
d’hydrogene ?

[2 pts] Expliquer pourquoi Fis(\) = <\I/15(/\)‘I:I (A)’\I’1s()\)> puis démontrer le théoréme d’Hellmann—

Feynman :

dH(\)

dE1s(\) _ <\I/1s(/\)‘d)\|\1113()\)>. (1)

dA

Aide : on notera qu’un produit scalaire peut se dériver par rapport a A comme un produit de fonctions

dWUis(A dWUis(A
dépendantes de A. On utilisera (en le justifiant) le fait que <é)\(> \Ills()\)> + <\I/13()\) Cll)\(>> =0.
Er h? R
[1.5 pts] On admet que F14(\) = -5 ou E; = B — est ’énergie d’ionisation de 'atome d’hydro-
e

hQ
géne. Déduire des questions 2. g) et h) que (p?)y,, = —.

o

j) [1 pt] Déduire des questions 2. e), f) et i), ainsi que de I'Eq. (5), la valeur du produit (Apz)y, (Az)g,

L’électron 1s satisfait-il I'inégalité d’Heisenberg ? Commenter.
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