
ECPM 1ère année

Examen de Mécanique Quantique

Février 2018

Durée de l’épreuve : 1h45

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.
Le barème proposé est uniquement indicatif.

1. Questions de cours (6 points)

a) [1 pt] Expliquer pourquoi, en se référant à un des postulats de la mécanique quantique, il est important

que l’opérateur Â que l’on associe à une observable quelconque A soit hermitien.

b) [2 pts] Dans quelle mesure est-il possible de parler de déterminisme en mécanique quantique ? Aide :

on pourra discuter brièvement la résolution de l’équation de Schrödinger dépendante du temps.

c) [3 pts] Soit |�(t)Í l’état, à l’instant t, d’un système quantique quelconque d’hamiltonien Ĥ. Soit Â un

opérateur quelconque indépendant du temps. Démontrer le théorème d’Ehrenfest :

d
dt

È�(t)|Â|�(t)Í = 1
i~È�(t)|[Â, Ĥ]|�(t)Í.

Donner une application intéressante de ce théorème.

2. Problème : relation d’incertitude d’Heisenberg dans l’atome d’hydrogène (14 points)

L’objectif du problème est de se familiariser avec la notion d’écart type, qui est noté (�A)� pour une

observable A (dont l’opérateur hermitien associé sera noté Â) et un état quantique normé |�Í quelconques.

Définie comme suit,

(�A)� =
Ú

ÈA2Í� ≠
1

ÈAÍ�
22

, (1)

où les valeurs moyennes des observables A
2 et A s’écrivent

ÈA2Í� =
e
�

---Â2
---�

f
et ÈAÍ� =

e
�

---Â
---�

f
, (2)

cette quantité apparaît dans la célèbre inégalité d’Heisenberg que nous considérerons par la suite dans le

cas particulier de l’atome d’hydrogène.
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a) [2.5 pts] Soit l’opérateur �Â = Â ≠ ÈAÍ� ◊ 1̂ où 1̂ est l’opérateur identité. Montrer que l’écart type

s’exprime simplement à l’aide de la valeur moyenne
=

�
----
1
�Â

22
----�

>
de l’opérateur

1
�Â

22
. Justifiez alors

le nom "écart type" donné à (�A)�.

b) [2 pts] Supposons que, juste avant la mesure de l’observable A, le système quantique étudié est dans un

état propre normé |�aÍ de Â associé à la valeur propre a. Quel sera le résultat de la mesure ? Montrer que

(�A)�a
= 0. Expliquer alors pourquoi l’écart type quantifie en quelque sorte l’incertitude sur le résultat

de la mesure de A.

On s’intéresse dans la suite à l’inégalité d’Heisenberg qui relie l’écart type pour la position x d’une

particule décrite par une fonction d’onde � à celui obtenu pour l’impulsion px comme suit,

(�px)� (�x)� Ø ~
2 , (3)

où l’on rappelle que x̂ © x◊ et p̂x © ≠i~ ˆ

ˆx
.

c) [1 pt] Justifiez, à l’aide de la question 2. b), l’interprétation physique usuelle de cette inégalité qui

consiste à dire qu’il est impossible de mesurer simultanément la position et la vitesse d’une particule.

d) [0.5 pt] On s’intéresse dans la suite à un électron dit "1s" (c’est-à-dire un électron qui occupe l’état

fondamental de l’atome d’hydrogène) dont l’état quantique est décrit par la fonction d’onde suivante,

�1s(r) = 1
Ò

fia
3
0
e

≠r/a0 , (4)

où r © (x, y, z), r =


x2 + y2 + z2, et a0 est le rayon de Bohr. Donner un argument physique pour

justifier les égalités suivantes :

ÈxÍ�1s = 0, Èx2Í�1s = 1
3Èr2Í�1s , Èp2

xÍ�1s = 1
3Èp2Í�1s , (5)

où p̂
2 = p̂

2
x + p̂

2
y + p̂

2
z.

e) [1 pt] On admet que Èr2Í�1s = 3a
2
0. Calculer, à l’aide de l’Eq. (1) et de la question 2. d), la valeur de

(�x)�1s
. Commenter le résultat. Le modèle de Bohr, dans lequel l’électron 1s se déplace sur un cercle

de rayon a0, est-il correct du point de vue de la mécanique quantique ?

f) [2 pts] Expliquer pourquoi È�1s|p̂x|�1sÍ = È�1s|p̂x|�1sÍú. En déduire que ÈpxÍ�1s = 0 en utilisant

l’expression simplifiée È�1s|p̂x|�1sÍ = ≠i~
⁄

R3
dr �1s(r)ˆ�1s(r)

ˆx
.

g) [0.5 pt] Afin de calculer
+
p

2,
�1s

, on propose de modifier l’hamiltonien Ĥ de l’atome d’hydrogène comme
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suit,

Ĥ æ Ĥ(⁄) © ⁄
p̂

2

2me
≠ e

2

4fi‘0r
◊, (6)

où ⁄ est une variable réelle par rapport à laquelle il est possible de dériver l’énergie E1s(⁄) associée au

vecteur propre normé |�1s(⁄)Í de Ĥ(⁄). Pour quelle valeur de ⁄ retrouve-t-on l’hamiltonien de l’atome

d’hydrogène ?

h) [2 pts] Expliquer pourquoi E1s(⁄) =
e
�1s(⁄)

---Ĥ(⁄)
---�1s(⁄)

f
puis démontrer le théorème d’Hellmann–

Feynman :

dE1s(⁄)
d⁄

=
K

�1s(⁄)
-----
dĤ(⁄)

d⁄

-----�1s(⁄)
L

. (7)

Aide : on notera qu’un produit scalaire peut se dériver par rapport à ⁄ comme un produit de fonctions

dépendantes de ⁄. On utilisera (en le justifiant) le fait que
=d�1s(⁄)

d⁄

----�1s(⁄)
>

+
=

�1s(⁄)
----
d�1s(⁄)

d⁄

>
= 0.

i) [1.5 pts] On admet que E1s(⁄) = ≠EI

⁄
où EI = ~2

2mea
2
0

est l’énergie d’ionisation de l’atome d’hydro-

gène. Déduire des questions 2. g) et h) que Èp2Í�1s = ~2

a
2
0
.

j) [1 pt] Déduire des questions 2. e), f) et i), ainsi que de l’Eq. (5), la valeur du produit (�px)�1s
(�x)�1s

.

L’électron 1s satisfait-il l’inégalité d’Heisenberg ? Commenter.
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a) (AE ) ? ( it
'

. < As yEj( it
'

- < A) YE) =

'

A 2

- KAH 'AHAITI
this leading to < ⇐I f) y

= ( A 2>4 - 2< A) y{ 41 # 14 ) + h A) y2h4l4) = #
+

- hA5y

⇒74

⇒ ( AA)y=V#DI)2)T where AE enables to estimate the deviation from the expectation value < A) y , henuknamehlsnataanmdq.d

b) If the system  is  in the quantum state 14) ,
the probability to  measure  a  is Pa = |<4a1 4) 12

.

In the particular can 14 ) =14a )
,

Pa  =
1 since < Yalta ) =L ( normalization condition ) .

Therefore "a" will be measured for sure ( there is he  

unegrtainty
) .

since Ilya ) = alta ) ⇒

'

A' 44A ) = EEHAJ =  a # Ha ) =a2Ha ) ⇒ < A 2¥
< ital A214A ) =  ak Yalta ) =a2

alta )

< A) ya=h4alA' Ha ) =  a HA )2ya= at .
a2=o  ⇒ HA)ya=

0
.

]
c) .

If  we know px precisely then Hpx¥o,
thus leading to Hx)y } he ⇒ (Aoyy → to .

 It  means that there is  an  infinite

ZHPX) , uncertainty on 1h measure ofxor ,

- equivalently ,
It  is  impossible to know

4 to the position x of the particle precisely .

. similarly,
if  we know a precisely then HDy→°  and (Ap,c)y >

,
I ⇒ (Ip⇒y→ to  

⇒ ps( and therefore the velocity since
,

2 #a) 4

y to
in  classical mechanics

, p ,=mF)

e- at .VE# / is  unknown
.

:

d) 4,s ( d) =L A- spherical symmetry ? ,

VFap C it  only depends  on r ) in the absence of

Cxsq
,

=/
,

;hy xHsh9P=f?dyfjEz [ fjdxxluhsbazzjt

+8Mt
) 12) ⇒ < ⇒

, ,

= .

masmh
'

' field "
'

=

Jp°dx 

xyty.jo#ggz yet
14 ,s( 24

f

< my ,s=f.tk/.Yyf.Ftx4kskyiHtxygyfrMY2l4s(Y_tl2=sy2sqs=hEI
⇒

< "
45 'Y↳ks*2→%

1 5

⇒
( r2 )

qg
= 3 < My

,g
14 ,s( xiy , 2-1/2

similarly ,
we have < PE 7

y ,s=<Py4qs=tPz3q,

⇒ < P4 4,53 '
Pdq

,

=
- ht

Kg 4 skint ) jeehslxihtt

e) H 44
,

= 4 My
,

-

YI.

= 's . 392 =ao2 ⇒ (1x)y,s=a. .

It  can be  shown ( not given  in the texts that < r

)qg=3za .

↳
t°→ the electron  is

thus leading to #Dhys = 392 - 9,292=3495 not  at  a find

⇒ (Ar )
qs

=
"

§ ao  ⇒ There is  an  uncertainty about the
Position in space .

distance between the electron  and the nucleus ⇒
the electron dog not move on  a circle  strictly speaking .

f) His IPEIY,s)*= < PI 4,s1Y,s ) = < PITY,s|4,s ) = h 4.sl PIIY, > .

since Ys ( i ) is  real
,

we have < Px)qs=
- ihfdr 4. (e) 2%69

✓9 R3 Zx
"

pIt( homing )

⇒ <
p¥sF

.

= tits
,
;h;%( is often

= . ' Pxiu
,

= <

"

my
, ,

⇒ < px ) y.io

g) 11=1

h) # ( x ) 14,sC A) =E
,shy 14µW ) ⇒ < IYSCDI # a) His (A) = E,s6Yt4sk)HsC D) = E. A) =h4

, say I 'H' G) Its ( × ) )

⇒(a) His ( x ) ) i i ) 5¥;D =

'

Pym
.

and data's
#

=  +
'

III.
data.sc/y=cdaE;MIEMMsfN7+h4sNlEHflad5fsH

' > +
'
' 4's ''Dlt¥f" 1%4 >

For ,\=i
, 14,sH=D)= His >

E.sc/yl4isHDhEcx)4slNI
⇒ E±= His lzkm.ms > ⇒zhFea.5tmehMksLEiscYYhYs@dgEyay-h4.s6DlyIfDl4.s

(D) or , equivalently , < f) %=
he

h¥¥"¥€%

E.sc/Dddgf4isCDlkslDJ=o
ap

-
j ) < px4qs=t3<p4y,s=tzh4ar⇒#Px)yj¥j±ao, therefore

, ftp.Dqs#Dys=ahoEigiao=Fs >

¥y=±2×fuµ
, .d

.

,

Note that the minimum HD is  not  reached for the Is  electron
.

It  would be  If the electron  were  in the ground - state
]


