ECPM 1lére année

Examen de Mécanique Quantique

Mars 2016

Durée de I’épreuve : 2h

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le baréme proposé est uniquement indicatif.

1. Questions de cours notées sur 6 points

a) [3 pts] Ecrire ’hamiltonien d’une molécule & deux électrons. Expliquer pourquoi la fonction d’onde
Uo(ry,re) décrivant I’état fondamental exact ne peut s’écrire sous la forme d’un produit de Hartree
o(r1)p(re). Qu’en est-il pour des électrons fictifs "sans interaction" c’est-a-dire dont on ignorerait la

répulsion 7 Détaillez votre réponse.

b) [3 pts] En quoi consistent les méthodes Hartree-Fock, Full Configuration Interaction (FCI) et la théorie

de la fonctionnelle de la densité de Kohn et Sham 7 Sont-elles en principe exactes 7 Les comparer.

2. Probléme sur 14 points : étude de la réaction de Diels—Alder par la méthode de Hiickel

L’objectif du probléme est de comprendre pourquoi la réaction dite de Diels—Alder entre le butadiéne et
I’éthyléne peut se produire pour donner du cyclohexéne (voir la Figure 1). On considére, pour ce faire, les
électrons 7w de chaque réactif. On choisit le plan zz comme plan des deux molécules réagissantes de sorte que
les électrons 7 (4 au total pour le butadiéne et deux pour I’éthyléne) sont décrits & 1’aide des orbitales

2p, de chaque carbone. On note p; 'orbitale 2p, localisée sur le carbone C; (voir la figure en annexe).
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Figure 1: Réaction de Diels—Alder
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[1 pt] Afin d’exploiter les symétries de chacun des réactifs, on considere le groupe ponctuel Cy, dont
la table des caractéres est donnée en annexe. On note I'y, = {p1,p2,p3,p4} la représentation
associée aux orbitales 2p, du butadiene et I'c = {ps,ps} celle correspondant a 1’éthylene. Donner les

décompositions en représentations irréductibles de I'y, et T'e.

[1 pt] Sachant qu’une orbitale moléculaire appartient a une des représentations irréductibles, est-il a

priori possible, d’apres la question 2. a), que la réaction ait lieu 7 Justifiez votre réponse.

[2 pts] On s’intéresse tout d’abord au butadiéne. Montrer, en appliquant la méthode des projecteurs a

P1 puis a po2, qu'une base orthonormée de la représentation irréductible Bs est :

1 1
Vp, = ﬁ(pl +pa), Vg, = E(m + p3)-

[1 pt] Montrer que la représentation de I'hamiltonien de Hiickel dans la base {Wp,, W'z } s’écrit

N |« I5}
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[4 pts] Vérifier que les orbitales moléculaires orthonormées dans Ba sont
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et qu’elles sont associées aux énergies €15, = o + 5(1 +/5) et egp, = a + 5(1 — +/5), respectivement.

Aide : on remarquera que (1 4+ v/5)(5 +v/5) = 2(5 +3v/5) et (1 —v/5)(5 —v5) = 2(5 — 3V/5).

On admettra dans la suite que les orbitales moléculaires du butadiene dans As sont

(1+V5)

\/5 (1_\/5) /]72a2—ﬁ[@A2—2 As | (3)
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1 1
ou Uy, = ﬁ(pl —pg) et Wy = ﬁ(pg — p3), et que les énergies orbitalaires associées sont £1,, =

o — g(l —V5) et €90y = — g(l + 1/5), respectivement.

[2 pts] Considérons maintenant ’éthyléne. Montrer, en appliquant la méthode des projecteurs a ps, que

1 1
les orbitales de symétrie normées sont 10, = ﬁ(pg, + pg) et lah = ﬁ(pg, — pg). Expliquer pourquoi ce

sont les orbitales moléculaires de 1’éthyléne. Montrer qu’elles sont associées aux énergies €, = @+ B et



€14y, = @ — 3, respectivement.

[1 pt] Tracer, cote a cote, les diagrammes d’énergies orbitalaires du butadiéne et de I’éthyléne. Donner les
configurations électroniques fondamentales des deux molécules. On pourra utiliser les valeurs approchées

(1++/5)/2~ 1.6 et (1 —+/5)/2 =~ —0.6 pour placer les niveaux. On rappelle que 3 < 0.

[2 pts] Identifier les orbitales dites frontieres (HOMO/LUMO) du butadiéne et de ’éthyléne. Les
représenter graphiquement, en utilisant les questions 2. e) et f). Expliquer alors pourquoi, en utilisant
la question 2. b), les électrons 7 du butadiéne et de I’éthyléne peuvent se répartir dans des orbitales

moléculaires décrivant le cyclohexene, c’est-a-dire des orbitales délocalisées sur le butadieéne et 1’éthyléne.

ANNEXE : Choix des axes x, y, et z, et table des caracteres pour le groupe Co,.
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E|C; (2) |oy(xz) |0y(yz)

Aqll 1 1 1
Asrl1l 1 -1 -1
B;|1 -1 1 -1
By|1| -1 -1 1
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