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Principe variationnel de Rayleigh—Ritz

Nous travaillerons dans la suite dans 'algebre réelle ((\IJ|Q>> = (P|P)* = (@|\I’))

Soient {|Wr)}r—0,1,2,... les états propres orthonormés d’un hamiltonien quelconque H:

H|U;) = Ef|¥;) |, (U7|U;) =67

Ces états sont les solutions exactes de I’équation de Schrodinger indépendante du temps.

Dans la suite |Vq) désigne 1'état fondamental c’est-a-dire I'état propre de plus basse énergie. Pour
simplifier, on supposera qu’il n’est pas dégénéré soit

Er>FEqg si I>0.

Exemple : les cinq premiers états de l'atome d’hélium peuvent étre représentés qualitativement comme suit

E4 1525 (singulet)
1525 (triplet)




Principe variationnel de Rayleigh—Ritz

— Fnoncé : I'énergie exacte de 1'état fondamental est le minimum de la valeur moyenne de 1’énergie
calculée pour un état quantique quelconque |¥). Ce minimum est atteint lorsque | V) est égal a
’état fondamental |¥y)

L (UH|)  (Vo|H|Wo)
= Imin =

v (WD) (Wo|Wo)

Preuve: VU, [¥) = Ci|¥;) et (U|H|W) — Eo(¥|T) = ZC%(EI —Eo) > 0.
>0 >0

Il est usuel de normer I'état fondamental ((\Ifo W) = 1) de sorte que le principe variationnel peut

étre reformulé comme suit,

Ey = ' U H|W) = (Uo|H|U
0 \Ij,&ngl):l( |H|W) = (Yo|H|¥o)

— Remarque : |Vg) n’étant pas dégénéré, un état normé |W) qui n’est pas égal (ou pas colinéaire) a

|Wg) est tel que| (¥|H|T) > Ey |.




Principe variationnel de Rayleigh—Ritz

En effet, comme il est possible de trouver un indice K > 0 tel que C'xr # 0, alors

(V| H|W) — Eo >3 (B - Bo)
I1>0

%\(EK EO)J+I>OZI:;£K\C’I/\<EI _ Eo) 0

~~

~~

> 0 >0 >0 >0

— Dans la premiere description de I'état fondamental que nous avons donnée, dite non variationnelle,
il fallait résoudre 1'équation de Schrédinger indépendante du temps (équation aux valeurs propres)
puis sélectionner 1'énergie propre la plus basse. Dans la nouvelle formulation, dite variationnelle, il
suffit en fait de minimiser la valeur moyenne de I'énergie pour accéder a Ey.

— La formulation variationnelle est pratique pour le calcul approché de 1’état fondamental. 11 suffit, par
exemple, de "piocher" I'état quantique dit "d’essai” | V) dans un sous-espace de ’espace des états
quantiques complet (qui peut étre de dimension infinie).




L’énergie vue comme une fonctionnelle de la fonction d’onde

Soit la fonctionnelle énergie E : W — E[¥] = (U|H|¥) que I'on définit exclusivement sur l’espace
des fonctions d’onde normées W.

Notons que la fonction d’onde électronique W est une fonction des coordonnées et spins
électroniques. L'énergie est elle une “fonction de la fonction ¥", d’ou le nom “fonctionnelle” :

= [, [den w6 b 6, on [ S [

—_ 1
Ms; =773

La condition de normalisation (¥|¥) =1 implique que | (¥|H — E[W]|¥) =0 |

Soit une variation infinitésimale ¥ — W + § ¥ de la fonction d’onde autour de ¥ qui préserve la
normalisation : comme 5(<\IJ|I:I — E[‘IJ]|\II>) = 0,ilvient §E[U] = 2(6¥|H — E[¥]|V). Ainsi

SE[U] =0 <« H|U)= E[V]|D)

Conclusion importante : Les fonctions d’onde des états fondamental et excités sont des points
stationnaires de la fonctionnelle énergie.




Interlude mathématique : formulation lagrangienne

— Au lieu de prendre en compte la condition de normalisation 1 — (U|W) =0 explicitement dans
'écriture de la condition de stationnarité, il est plus pratique d’introduire la fonctionnelle
lagrangienne (que l’on appelle simplement lagrangien),

LIV, E] = E[¥] 4+ E(1— (¥|T)),

ou la variable &, que 1'on appelle multiplicateur de Lagrange, est un nombre qu’il faut déterminer.

Dans ce formalisme la condition de stationnarité s’écrit

OL[W, E]

Y =0 — 1 — (VW) =0 condition de normalisation !

ET
L[V, E] =0 —  2(0U|H —&E|¥) =0  quelle que soit la variation §¥ (aucune contrainte)

— A noter que, lorsque ¥ est un point stationnaire, le multiplicateur de Lagrange devient tout

simplement l'énergie, i.e. | € = E[V] |




Cas de deux électrons "sans interaction”
— Supposons que les électrons ne se repoussent pas (!) soit Wee = 0.

— Sil’on sait résoudre 1'équation de Schrddinger pour un électron dans son état fondamental,

(- %v? +0(r) ) p(r) = ei(x)

alors une solution triviale de I'équation de Schrédinger pour deux électrons dans 1’état

fondamental est | W(ri,r2) = p(r1)p(ra) et E =2 |

Preuve :

(T n V)go(rl)go(rz) — o(r2) [( - %v%l + v(rl))go(rl) + o(r1) [( — %VEQ + v(m))so(ra)]

= p(r2)ep(ry) + ¢(ri)ep(rz)

= 2e(r1)p(r2)




H, [orbital basis set: aug—-cc—-pVQZ]
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Cas de deux électrons interagissants

— Décrire deux électrons interagissants (Wee # 0) est plus compliqué. En effet, dans ce cas, une solution
exacte U(ry, ro) de ’équation de Schrodinger ne peut s’écrire sous la forme p(r1)p(ra) :

U(ry,r2) # o(ry)e(rz).

Preuve : Supposons qu'il existe une orbitale o(r) telle que H (gp(rl)cp(rg)) = Fp(r1)p(ra), et

ce, pour n'importe quelles valeurs derq etrz, alors

Wee (9(r1)e(r2)) = Bo(r)p(rz) = (T + V) p(r)p(r2).

En utilisant la définition des opérateurs puis en divisant par ¢(r1)¢(r2) on obtient finalement

2 2
— 1 Vrl (P(rl) _|_ l VI‘Q (P(rQ)
r1 — ra| 2 p(ry) 2 p(rs)

—v(ry) —ov(ra).

Vie(r)

Dans la limite ro - ry =r, ilvient Vr, FE+ )
o(r

— 2v(r) = +oo  absurde !




Approximation Hartree-Fock (HF)

La méthode HF consiste a approcher 'énergie de 1'état fondamental en restreignant la minimisation
du principe variationnel a des fonctions d’onde ® correspondant exclusivement a des déterminants
de Slater :

Eo = m\gn(\I!\I:ﬂ\I!) —  Epp = mqin(@\fﬂ@)

Notons que Eo — Fgr = E:< 0 < énergie de corrélation électronique.

Qu’optimise-t-on dans un calcul HF ?
Les spin-orbitales occupées dans le déterminant de Slater ®

Les (spin) orbitales minimisant 1’énergie satisfont les équations dites de HF (que nous allons
démontrer).




Valeur moyenne de I'énergie pour un déterminant de Slater

~ ~ - ~ 1
Hamiltonien N-électronique: H = Z h(i) + Wee ou h = —ivﬁ + Une(r)x et

Valeur moyenne de 1'énergie pour le déterminant de Slater ® = \/—_ ’ x1(€r)i<r <N ‘ :

N N

- - 1
(@I19) = 5 Gl i) +5 32 el = axa o) |
I=1 =1

Intégrales mono-électroniques :  (xr| h IxX1) = / dé x7 (f)ﬁxj (€)

Intégrales bi-électroniques de Coulomb (ou Hartree) @ (xrxJ|xrxJ) -
Intégrales bi-électroniques d’échange :  (x1xJ|xJIXI) -

1
ou (xXIXJlxXKXL) :/d&/d@ X?(ﬁl)XT](&)mXK(ﬁl)XL(SQ)-




"Préparation” des équations HF

On souhaite minimiser (®|H|®) sous contrainte de normalisation des spin-orbitales :

(xX1lx1) = /d§ x1(€)xr(§) = 1.

L’orthogonalisation des spin-orbitales découlera "automatiquement” de la condition de
stationnarité.

Lagrangien HF :

N
LIX1,- s XNsE1,---,€ +> e (1— XI|XI>>
=1

Les équations HF sont obtenues en écrivant la condition de stationarité pour chaque spin-orbitale :

O, L=L[..xg+xs..]—L[..X




Cas particulier d'un systéme a couches fermées

— Dans un systeme a couches fermées les orbitales occupées sont toutes doublement occupées.

Exercice

Montrer que "énergie HF s’écrit comme suit en fonction des orbitales doublement occupées

{vi(r)i<icnyo:

N/2 N/2

(@UAIR) =23 (Wil b+ D7 [2 ity vits) = (Wit )|

1,0=1

(il b |apr) = / dr o (r)hupi (r)

1

r1 — ra|

Y (r1)y(ra).

(sb; [bihn) = / dr, / dro 7 (r1)1% (r2)




