TD : Résolution auto-cohérente des équations de Hartree—Fock dans ’atome d’hélium

—Solution—

Introduction et rappels.

Dans l'atome d’hélium, l'orbitale Hartree-Fock (HF) ¢o(r) doublement occupée (que 'on appelle usuel-

lement “orbitale 1s” de I’hélium) est solution de I’équation HF,

A

fwo(r) = eopo(r), (1)

ou I'’hamiltonien mono-électronique f, appelé opérateur de Fock, s’écrit

N

f= }AL(Z) + dgr, (2)

. 1 Z
h(Z) = _QV% - étant I’hamiltonien de l’atome hydrogénoide (Z = 2 ici). L’opérateur “potentiel HF”

agit sur une orbitale ¢ quelconque comme suit :

0 o(
qucp = Z/dr ‘90 /d ¥ ) (po(r). (3)
Une fois I’équation (1) résolue, I’énergie totale HF de I'atome est déterminée comme suit :

|2
Eur = 2(po|h| o) +/dr/d ’M‘
v — 1’|

Objectif du TD.
On souhaite approcher la solution exacte de I’équation (1) en travaillant dans la base minimale (ortho-

normée) des orbitales 1s et 2s de 'atome hydrogénoide :

53/2

P15(r) = ﬁfﬂrv pas(r) = <§>3/2 \/17? (1 - B;) e /2, (5)

Pour ce faire, on décompose 'orbitale HF (normée) comme suit :

1

Po(r) = e [15(1) + Clons(0)]. (6)

ou C' est un parametre variationnel a optimiser. L’objectif du TD est de déterminer, par une procédure

itérative, la valeur optimale de C, conduisant ainsi & une valeur (approchée) de 1’énergie HF pour I’atome



d’hélium.

a)

c)

Questions.

On suppose dans la suite que § = Z = 2. Dans la base minimale 1s2s, I’équation (1) prend la forme

matricielle suivante :

fir fi2 1 . 1 ’ 7)
Ji2 foo C C

2
ol frn = (©ms|f|ens). On rappelle que h(B)pns(r) = o2 ©ns(r). Montrer que f11 = —24(p1s|tnr|pis),

1 . .
fo2 = ) + (pas|lmr|p2s), et fiz = (p1s|Unr|pas)-

Jmn :<80m8|f|90n8> = <<Pmsm(5)|@ns> + {@ms|UHF|Pns)
2

= 2 pmalions) + (pmelinrlons 0
f=2

2 .
= - ﬁémn + <90ms|UHF|SOns>’

ol O = 0 sim #n et dpyp = 1.

Jir+ fa2 — \/(fll — f)? +4f%

Montrer, a ’aide de I’équation (7), que I’énergie de l'orbitale HF vaut ¢y = 5

et que

6 J—
oo fu (9)
J12
L’équation (7) est une équation aux valeurs propres. Une valeur propre € de la matrice de Fock vérifie

I’équation du second degré suivante :

fu—¢  fi2

=(fu—e)(fo—¢)— fla=¢"— E(fn + f22) + f11foz — [ =0, (10)
fiz fa—c

Lt f222 s ot A = (fur + fa2)” =4 (firfor — fRo) = (fi1 — fo2)* + 4[5 L'émergie £

la plus basse [on rappelle que l'orbitale doublement occupée g est celle de plus basse énergie| correspond

de sorte que € =

a £€0-
La premiére ligne de 1'égalité matricielle dans 1'équation (7) s’écrit fi1 x 1 + f1a x C' = &g soit C' =
(e0 = f11)/ frz-

Expliquer pourquoi les élements de matrice f,,, et donc I’énergie orbitalaire ¢, sont des fonctions du

2



FIGURE 1 — Tracé de la fonction g(C).
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parametre variationnel C.

D’apres équation (3), Vopérateur app dépend de ¢, qui est elle-méme une fonction de C, d’apres
Iéquation (6). Ainsi, les éléments de matrice (@ms|lUnr|@ns) = [ dr @ms(r)tgrens(r), et par conséquent
les éléments de la matrice de Fock f,,, [voir I’équation (8)], sont des fonctions de C.

 2(C) — f1(0) = (1 (C) — f2(C))* + 4f5(C)
B 2f12(C)

consiste a résoudre 1’équation a point fixe

On pose ¢(C)

. Montrer que 'optimisation de C

C=g(0). (11)

e0(C) — f1u1(C)
f12(C)

La fonction g est tracée dans la figure 1. Estimer graphiquement la valeur optimale de C' attendue a

11 suffit de vérifier que g(C) = puis de se référer a ’équation (9).

l’issue du calcul HF.

La valeur optimale de C est située a 'intersection entre les courbes “y = x” (courbe bleue) et “y = g(x)”
(courbe rouge), ce qui donne graphiquement C' ~ —0.2.

Expliquer comment 1’équation & point fixe peut étre résolue numériquement de fagon itérative. Aide : on

notera C*%) 1a valeur de C' a litération k du calcul itératif et on expliquera comment déterminer C'*+1),



En écrivant explicitement la dépendance en C' de la matrice de Fock, I’équation (9) devient

e0(C) — f11(C)

W (@)

=9(C). (12)

La résolution de I’équation (12) doit se faire itérativement car la valeur de C' est obtenue a partir de
e0(C), f11(C) et f12(C), qui sont eux-mémes déterminés a partir de la valeur de C. En pratique, on

choisit la valeur C(©) de C & l'itération initiale k = 0 puis on itére de la maniére suivante :

o (0(0)) — fu (C(O))

CO — { fn (C9) 120 (CO)} — €W = g (¢ = e — . "
®)) _ (#)
o= OB { £ (W) 20 (€W} — €D = g (cB)) = w0 (C fl)Z (CJ:;)(C ) S

On considére la procédure convergée a 7 pres [on prendra 7 = 1072 dans la suite] lorsque ‘C (k+1) _ (k) ‘ <

T.

f) On choisit C (0) = 0 pour D'initialisation de la procédure itérative. A quelle approximation correspond ce
choix ?
D’apres I’équation (6), ¢o = @15 lorsque C' = 0. Ainsi, a I'itération 0, on approche 'orbitale 1s de I'hélium
par celle de 'atome hydrogénoide (dans lequel la répulsion électronique est négligée).
Réaliser, simplement & ’aide d’une calculatrice, le calcul itératif en utilisant les expressions analytiques
suivantes ou les intégrales bi-électroniques ont été approchées numériquement (les expressions exactes

sont discutées dans les questions complémentaires) :

@) ==2+4 5 [1.25 +0.357C + 0.796 02} :
f22(C) =~ — % e [0.796 +0.034 € +0.301 ¢?]
h2(C) =+ +102 [0.179 —0.288C + 0.017 02} : (14)
Fie(C) ~—— | 68— 22) (1 + C:) + (6 - Z)C]
+ (lfm)Q [0.625 +0.3575C + 0.5075 C? + 0.0345 C3 + 0.1505 04} .

Tracer C¥), g4 (C’(k)) et Eyp (C(k) ) [on rappelle que § = Z = 2] en fonction du numéro k de literation.
Vérifier que C est convergé (& 1073 prés) au bout de quatre itérations et que CW) ~ —0.198, Exp ~
—2.824 Ey,, et g9 &~ —0.88 E},. Les courbes sont tracées dans la figure 2. On vérifie que la valeur optimale

de C correspond bien (& 1072 prés) au minimum de I'énergie HF [voir la figure 3].

g) Tracer la densité radiale 4w r2p?(r) des orbitales hydrogénoides @15 et s, ainsi que celle de I'orbitale



o)
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F1GURE 2 — Convergence du calcul HF.

He [base minimale 152s]

iteration k

1
0 2 4 6 8 10 12
iteration k
He [base minimale 152s]
1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12
iteration &
He [base minimale 152s]
1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12



FIGURE 3 — Energie HF tracée en fonction de C au voisinage du minimum.
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o convergée et ce, a l'aide des équations (5) et (6) ou 8 = 2. Commenter.

Les densités radiales sont tracées dans la figure 4. L’orbitale 1s de I'hélium (¢p) est plus diffuse que
Porbitale 1s hydrogénoide du fait de la répulsion électronique que ressent ’électron occupant 'orbitale
po. Cette répulsion est exercée par I'autre électron qui occupe la méme orbitale. On remarque en effet
un “transfert” non négligeable de densité électronique de la région ou la densité radiale hydrogénoide 1s
est maximale vers une zone plus éloignée du noyau. Cela se produit via une interférence (partiellement

destructive) entre les orbitales hydrogénoides 1s et 2s.

Un calcul HF “standard” réalisé avec un logiciel de chimie quantique donne les valeurs suivantes : Eypp &~
—2.861 Ey, et g9 ~ —0.918 F},. Comment expliquer la différence entre ces résultats et les notres? On
pourra se référer a la figure 5 ainsi qu’aux notes de cours (pages 111 et 112).

Dans nos calculs, la valeur de 'exposant [ a été fixée a § = Z = 2. Cette valeur peut étre optimisée
de maniére a minimiser ’énergie HF. Dans le cours, la minimisation a été faite pour C' = 0, conduisant
ainsi a la valeur 5 = 1.6875 et Epp ~ —2.848 Ey, (qui est nettement plus basse que notre énergie HF).
On constate sur la figure 5 que, pour 8 = 1.6875, la valeur optimale de C' est proche de —0.047, donnant
ainsi une valeur Egp ~ —2.851 F}, de I’énergie HF encore plus proche de celle obtenue avec un logiciel de
chimie quantique. L’étape suivante consiste a réoptimiser la valeur de 8 pour C' = —0.047, ce qui permet
a nouveau d’abaisser légérement ’énergie (voir la figure 6). En résumé, deux processus permettent de
minimiser I’énergie HF : 'optimisation de § d’une part, 'implication (via des valeurs non nulles de C')
de Torbitale 2s d’autre part. La figure 5 montre clairement que la premiére a un impact plus important

sur I’énergie que la seconde.



FIGURE 4 — Densité radiale de l'orbitale 1s de I'hélium (pg) ainsi que des orbitales hydrogénoides 1s et 2s.
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FIGURE 5 — Energie HF tracée en fonction de C pour 8 = 2.0 et 5 = 1.6875.
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FIGURE 6 — Energie HF tracée en fonction de 8 pour C' = 0 et C' = —0.047.
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Questions complémentaires.

Les questions suivantes ont pour but d’expliquer d’otl viennent les expressions de I’équation (14).

i) Démontrer, a I’aide des équations (3) et (6), les expressions explicites suivantes :

R 1
(p1s|tnr|e1s) :m [(901s801s\801s¢1s> + 2C(p1sp1s|P1spas) + c? [2<<,01s<,02s|<,01ss02s>—<901s802s\8025¢1s>ﬂ )
R 1
(pas|tinr | pas) “1rc? [2(<P1S<P2s|<,01s<ﬁ2s> — (p1sp2s|paspis) + 2C (p1spas|paspas) + 02(¢2s¢2s|<,02s<ﬁ2s>] , (15)

R 1
<901S|UHF"PQS> :m [<@1s§01s‘901s<)02s> +C [3<Q0159025‘9025991S> - <§015902s‘901s9025>} + 02<801s9025’9025902s>] s

et

r )| 1
/dr/dr, |§00(’r)8_00r(,’ )| = (1 +C2)2 <(P15(P15‘W15901s> +4C<<P13801s’801s§028>
(16)

+ 207 [(p1spas|P1spas) + 2(p1spas|p2spis)] + 403(@1s</?2s\</72s902s> + C4<<p25802s!802sw2s>

bl

ou <90P(pq‘90r905> = /dr/dr/@p(r)¢Q(r/)¢r(r)¢s(r/).

v — |



(p1sltinp|p1s) = / dr p15(r)pr@1s(r)

2 2/dﬁ/dﬂ@mﬁﬂwm@q+C@%@7P¢m@)
1+C

v — /|

02 /dr/d ; ¢15(r)p15(r') [015(r) +|ff2;(|r)] [p15(r') + Copas(r')] -

1 T CQ [<§013901s‘901s§015> + 20<801s§013|§018802s> +C <(P13S02S‘S015(P25>}

1

S 1+C2
1

T14 02

[<<Pls(Pls|(PlsSpls> + C [{p1s1s]p1spas) + (P1s01s]pasers)] + CQ(wlssms\ws«pzs)}

[(ﬁpls%s\s@ls%s) + 2C(p1sp1s|P1sp2s) + C? [2<9015802s’801s§028>_<(P18902S‘902S(P15>ﬂ

(2s|tnr |2s) :/dr a5 (1) tiprpos(r)
_ 2 /dr/dr/ ©as(r) |g015(r/) + C‘P2S(r/)|2 pas(r)
1+ 02 v — 1’|
[ e [ #EI) ol + Cino)] ol + Conte)
02 r—r| (18)
1 T 02 [<<P2s%01s‘302s§015> + 2C<802s()018|§02s‘1025> +C <(P2SSO2S‘SO2S(P2S>:|

1

S 1+C2
1

RN

[<<pzssozs|s018sols> + 2C(p2sp1slpaspas) + 02<8025902S|(P289025>}

[2<S015902s|90159025> - <(P189028|902580ls> + 2C<§0159025|9025902s> + 02<S0289028|9028<7025>:|

(@1s|tnr|p2s) :/dl‘ ©15(r) Uip P25 (T)
_ 2 s ©15(1) [015 (1) + Clpas (v') ] oo (x)
_1+02/dr/dr 1 : |r—r’|2 =
1 . /dr/dr’ ©15(1)p2s(r) [p15(r) + Copas(r)] [p1s(r) + Copas(r')]
1+C

v — x|

2
1402

b
14 C?

19
<<SDISSOIS‘SOQSSOIS> + 2C<SOIS<P15’4P25(P2S> + CQ(‘PIS‘P2$‘(P2SSO2S>> ( )

<<sols<pls!<pls<pzs) + C [{p1spas|p1spas) + (P1spas|p2spis)] + C2<<PIS(P2S|(P2SSO2S>>

1

- 14+ C2 ((@15@15‘@15@2s> +C [3<(Pls§02s|§028901s> - <<Pls§02s‘§013902s>] + CQ <(P15(P25‘(P25802s>)



s lpo(r)o(r)? 1 ) lp1s(r) + Copas (1) * [15(r') + Cipas (r)
/dr/d \r—r’| (1+02)2/dr/dr

-]

=53 <¢P15§01s|§0139015> + 4C<‘P139015‘9015§025> + 20 <8013902s’901s§02s> + 2(‘,0158025‘8025‘1015> 20
(1+ 02)

+ 403<90159025’(P25902s> + 04 <(P2s8025‘8025@2s>] .

j) En déduire les formules de I’équation (14) et ce, en utilisant les expressions analytiques des intégrales

mono- et bi-électroniques suivantes :

(Wnslh(2)W0e) =5 (3~ 27)
A 8
(Wl 2) V) = =B (5 2).

<§013801s‘80ls§015> =J1s1s = 5/8/87

( | - 1024 <2)3ﬁ
P1sP1s|P1sP2s _189\/§ 7 )

<§013802s‘$013()025> =J1s2s = 176/817

(p1sp2s|pasiprs) =Kisas = 163/729,

640 2
<¢1ss02sls02s<pzs>—3375f< ) B,

(p2spas|paspas) =Jasas = T78/512.

Il suffit d’insérer les expressions des équations (21) dans les équations (15) et (16) en prenant Z = 2 et
B = 2 pour le calcul des éléments de matrice fi,,(C). A noter que, dans I'expression de I’énergie HF', le

terme mono-électronique s’écrit bien

2(polh(2)l0) =15 {15 + O M2 1s + Clons)
:1+202 [(P1sla(Z) 015} + 2C (16| R(2) | p5) + CX 026 (2) p35)] (22)
1 C? 32
- [5(5 —27) (1 + ) + BB Z)C] .
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