
TD : traitement perturbatif de la corrélation électronique

L’objectif du TD est de démontrer l’expression de l’énergie Møller–Plesset au second ordre de perturba-

tion (MP2) pour un système atomique ou moléculaire à deux électrons. La généralisation à un système à

couches fermées quelconque ainsi que son application à la molécule d’hydrogène et au dimère d’argon seront

également abordées.

a) Soit un système à deux électrons quelconque (atomique ou moléculaire) dont le potentiel nucléaire à la

position r est noté vne(r). Donner l’expression de l’hamiltonien électronique Ĥ en unités atomiques. Que

vaut vne(r) dans le cas particulier d’un atome de numéro atomique Z ? Et dans le cas d’une molécule

comportant un ensemble de noyaux A de numéros atomiques ZA aux positions RA ?

b) On se place dans le cadre de l’approximation Hartree–Fock (HF). Comment peut-on déterminer l’orbitale

doublement occupée Ï0(r) optimale ? On peut montrer que cette orbitale, que l’on appellera orbitale HF,

vérifie l’équation suivante,

f̂Ï0(r) = Á0Ï0(r), (1)

où f̂ ©
C1

≠1/2Ò2
r +vne(r)◊

2
+ û

D

est l’opérateur dit de Fock. Le potential HF contenu dans l’opérateur

de Fock agit sur n’importe quelle orbitale Ï(r) comme suit :

ûÏ(r) = 2
A⁄

R3
dr2

Ï0(r2)2

|r ≠ r2|

B

◊ Ï(r) ≠
3⁄

R3
dr2

Ï0(r2)Ï(r2)
|r ≠ r2|

4
◊ Ï0(r). (2)

Simplifier l’équation (1) et expliquer pourquoi ce n’est pas une équation de Schrödinger linéaire standard.

Pourquoi dit-on que cette équation est auto-cohérente ?

c) Soit l’hamiltonien à deux électrons Ĥ0 = f̂(1)+ f̂(2). On note �0(›1, ›2) le déterminant HF fondamental.

Exprimer �0(›1, ›2) en fonction du produit Ï0(r1)Ï0(r2) puis montrer que �0 est fonction propre de Ĥ0

associée à l’énergie 2Á0.

d) On considère les orbitales HF virtuelles {Ïa(r)}a=1,2,... d’énergies Áa supérieures à Á0. Ces dernières sont,

tout comme Ï0, fonctions propres de l’opérateur de Fock :

f̂Ïa(r) = ÁaÏa(r). (3)
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Soient les fonctions d’onde orthonormées à deux électrons,

�a
0(›1, ›2) = 1Ô

2

1
Ï0(r1)Ïa(r2) + Ïa(r1)Ï0(r2)

2
◊ 1Ô

2

1
–(s1)—(s2) ≠ –(s2)—(s1)

2
, (4)

�aa
00(›1, ›2) = Ïa(r1)Ïa(r2) ◊ 1Ô

2

1
–(s1)—(s2) ≠ –(s2)—(s1)

2
, (5)

�ab
00(›1, ›2) = 1Ô

2

1
Ïa(r1)Ïb(r2) + Ïb(r1)Ïa(r2)

2
◊ 1Ô

2

1
–(s1)—(s2) ≠ –(s2)—(s1)

2
, (6)

où a < b. Expliquer pourquoi �a
0 est appelée fonction d’onde mono-excitée tandis que �aa

00 et �ab
00 sont

dites di-excitées. Montrer qu’elles sont anti-symétriques.

e) Montrer, en utilisant les équations (1) et (3), que �a
0, �aa

00 et �ab
00 sont fonctions propres de Ĥ0 associées

aux énergies respectives Á0 + Áa, 2Áa et Áa + Áb.

f) On souhaite approcher l’état fondamental exact �0 de Ĥ à l’aide de la théorie des perturbations en utili-

sant Ĥ0 comme hamiltonien non perturbé. Que vaut l’opérateur de perturbation V̂ ? Expliquer pourquoi

l’énergie à l’ordre un de perturbation est égale à l’énergie totale HF (que l’on notera EHF). Montrer enfin

que la perturbation s’écrit explicitement comme suit,

V̂ © ≠û(1) ≠ û(2) + 1
|r1 ≠ r2| ◊ . (7)

g) Montrer que

È�0|V̂|�a
0Í =

Ô
2
A

È00|0aÍ ≠ ÈÏ0|û|ÏaÍ
B

, (8)

où Èpq|rsÍ =
s
R3 dr1

s
R3 dr2Ïp(r1)Ïq(r2)Ïr(r1)Ïs(r2)/|r1 ≠ r2|. Déduire de l’équation (2) le théorème de

Brillouin : È�0|V̂|�a
0Í = 0. Conclure que seules les di-excitations modifient la fonction d’onde au premier

ordre de perturbation et donc l’énergie au second ordre de perturbation.

h) Montrer les égalités suivantes :

È�0|V̂|�aa
00Í = È00|aaÍ, (9)

È�0|V̂|�ab
00Í =

Ô
2È00|abÍ. (10)

En déduire la correction d’ordre deux à l’énergie. Cette dernière est appelée énergie de corrélation MP2.

Quel est son signe ?

i) Pour un système à couches fermées à N électrons, l’énergie totale MP2 s’écrit

EMP2 = EHF +
ÿ

a,b,i,j

Èab|ijÍ
1
2Èab|ijÍ ≠ Èab|jiÍ

2

Ái + Áj ≠ Áa ≠ Áb
, (11)
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Figure 1 – Courbes d’énergie d’interaction pour Ar2 et d’énergie totale pour H2 obtenues aux niveaux HF
et MP2. Pour H2, le gap HOMO-LUMO obtenu au niveau HF est également tracé en fonction de la distance
de liaison.
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où i et j sont les indices des orbitales HF doublement occupées. Montrer que cette formule redonne bien

l’expression obtenue à la question h) dans le cas particulier de deux électrons.

j) Commenter les résultats de la Figure 1.
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