Université de Strabourg, Faculté de Chimie, L2

Examen de Mathématiques pour la Chimie

décembre 2015

Durée de I’épreuve : 1h

Tous les documents ainsi que les calculatrices sont interdits.

Le baréme proposé est uniquement indicatif.

1. Représentation matricielle d’opérations de symétrie [8 points]

— — — J 3 A . U
Soit {€;, €y, €.} une base cartésienne de 'espace réel. On note Cy, la rotation d’angle 5 dans le sens
direct (droitier) autour de I'axe des x, comme indiqué sur la Figure 1. C’4y désigne la méme rotation mais
cette fois-ci autour de I'axe des y. On note enfin & la réflexion par rapport au plan bissecteur des plans xOz

et yOz.

a) [3 pts] Que deviennent les vecteurs de la base cartésienne lorsqu’on leur applique C‘4x, é4y et 67 En

A

déduire les représentations matricielles Cy, = [C’4x], Cyy = [Cyy] et g = [6] de ces opérations de symétrie.

b) [2 pts] Donner, en utilisant la question 1. a) et sans faire de calculs, la représentation matricielle ¥ = [f]]

de la composition d’opérateurs 3= C’4x G é4y. Commenter le résultat.
c) [2 pts] Montrer que ¥ = Cy, g Cyy.

d) [1 pt] Vérifier que X est orthonormée. Que peut-on en déduire pour 'opération de symétrie 7

2. Matrices idempotentes [12 points]

On dit d’'une matrice M qu’elle est idempotente lorsqu’elle vérifie la condition M 2=M.

a) [1 pt] Expliquer pourquoi une matrice idempotente doit étre carrée.
b) [1 pt] Montrer que le déterminant d’une matrice idempotente vaut 0 ou 1.
c) [1 pt] Montrer que si M est idempotente alors sa transposée 'est également.

d) [1 pt] Donner deux exemples simples de matrices idempotentes.



Figure 1: Représentation graphique des opérations de symétrie Cix, é4y et 0.

e) [2 pts] Montrer que si M est idempotente et que son déterminant vaut 1 alors M = E. Aide : expliquer

pourquoi M est inversible puis calculer M 71% 2,

f) [3 pts] On s’intéresse dans la suite aux matrices idempotentes M d’ordre 2 qui ne sont égales ni a

la matrice identité ni & la matrice nulle. On rappelle que si M est diagonalisable alors il existe

A O
une matrice Z inversible telle que Z M Z =D avec D = . On supposera dans la suite que

- 0 o
A1 > A2. Montrer que D est idempotente et en déduire que A\; = 1 et A2 = 0.

a
g) [2 pts] On pose Z = 7 . Calculer I'inverse de Z puis conclure que

B 6

1 ad  —ary

M=—"
I el R R

h) [1 pt] Vérifier que M est bien idempotente.
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