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[5 pts] Écrire l’équation de Schrödinger que vérifie la fonction d’onde Ψ(~r) décrivant une particule de masse m

dont l’énergie potentielle d’interaction vaut V (~r) à la position ~r. Quelles sont les inconnues dans cette équation ? Que

vaut V (~r) si la particule étudiée est un électron (de charge −e) mis en présence d’un noyau de numéro atomique Z

placé au centre du repère cartésien ?

[4 pts] L’orbitale 1s de l’atome d’hydrogène vérifie la condition de normalisation suivante :∫
d~r |Ψ1s(~r)|2 =

∫ +∞

0
dr ρ1s(r) = 1, où la fonction ρ1s(r) = 4

a3
0
r2e−

2r
a0 (appelée densité radiale) est intégrée sur

toutes les valeurs que peut prendre la distance r de l’électron au noyau, a0 étant le rayon de Bohr. Quelle information

concrète fournit cette fonction ?

Commenter la valeur de ρ1s(r) en r = 0 :

Déterminer la distance rmax au noyau pour laquelle ρ1s(r) atteint sa valeur maximale. Commenter le résultat.

[3 pts] On s’intéresse à la molécule à un électron H+
2 . Dans le modèle dit de Hückel, l’espace des états de l’électron

se réduit aux deux états |1sA〉 et |1sB〉 dans lesquels l’électron occupe l’orbitale 1s du premier hydrogène (HA) ou

du second (HB), respectivement. La représentation matricielle de l’hamiltonien dans la base {|1sA〉 , |1sB〉} prend la

forme
[
Ĥ
]

=

α β

β α

. Vérifier, en lisant la matrice
[
Ĥ
]
, que les solutions de l’équation de Schrödinger s’écrivent

|1σg〉 = |1sA〉+ |1sB〉 et |1σu〉 = |1sA〉 − |1sB〉. Quelles sont les énergies associées à ces solutions ?



[3 pts] L’opérateur quantique associé à la projection Lz du moment cinétique orbitalaire d’une particule sur l’axe

des z s’écrit L̂z ≡ −i~ ∂

∂ϕ
, où i2 = −1 et ϕ est l’angle de rotation autour de l’axe des z. Montrer que les fonctions d’onde

normées Φm(ϕ) = eimϕ
√

2π
, où m = 0,±1,±2, . . . désigne ici le nombre quantique magnétique orbitalaire, sont fonctions

propres de L̂z. On suppose que, juste avant de procéder à la mesure de Lz, la fonction d’onde normée décrivant la

particule en rotation est Ψ(ϕ) = 1√
π

cos(3ϕ). Montrer, en utilisant la formule d’Euler, cos(θ) = eiθ + e−iθ

2 , que l’état

quantique correspondant s’écrit |Ψ〉 = 1√
2

(
|Φ+3〉+ |Φ−3〉

)
. Quel(s) résultat(s) peut-on attendre de la mesure de Lz ?

Avec quelles probabilités ? Justifiez votre réponse.

[1 pt] La fonction d’onde normée décrivant l’état fondamental de l’oscillateur harmonique est une fonction gaus-

sienne de la forme Ψ0(x) ∼ e−
mωx2

2~ , oùm est ici la masse de la particule oscillante. Soit â = 1√
2

(√
mω

~
x̂+ i√

m~ω
p̂x

)
.

On rappelle que x̂ ≡ x× et p̂x ≡ −i~ ∂

∂x
. Montrer que âΨ0(x) = 0. On utilisera la relation ∂e−αx

2

∂x
= −2αx e−αx2 .

[3 pts] Déduire de la question précédente, de l’égalité
(
â†
)† = â, de la relation de commutation

[
â, â†

]
= 1̂, puis

du fait que |Ψ0〉 est normé, les égalités suivantes :
〈
Ψ0
∣∣â†∣∣Ψ0

〉
= 0 et

〈
Ψ0

∣∣∣(â† ± â)2
∣∣∣Ψ0

〉
=
〈
Ψ0
∣∣(â† ± â) â†∣∣Ψ0

〉
=

±
〈
Ψ0
∣∣ââ†∣∣Ψ0

〉
= ±

〈
Ψ0
∣∣1̂+ â†â

∣∣Ψ0
〉

= ±1.

[3 pts] Les incertitudes sur la mesure de x et px dans l’état fondamental sont évaluées comme suit en mécanique

quantique : ∆x =
√
〈Ψ0|x̂2|Ψ0〉 − 〈Ψ0|x̂|Ψ0〉2 et ∆px =

√
〈Ψ0|p̂2

x|Ψ0〉 − 〈Ψ0|p̂x|Ψ0〉2. Sachant que x̂ =
√

~
2mω

(
â† + â

)
et p̂x = i

√
m~ω

2
(
â† − â

)
, déduire de la question précédente que ∆x∆px = ~/2. Commenter ce résultat.


